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第5回 システムの要素と表現（１）



第5回 システムの要素と表現（１）

5.１ 基本的要素（basic elements)

入力と出力に時間的遅れが無く，しかも比例関係にあるとき最も基本的な要素

線形要素の時間領域表現（𝑡 −領域表現）

(a) 比例要素（proportional element）

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑢(𝑡)
𝐾 : 比例ゲイン

入力を積分したものが出力となる要素

(b) 積分要素（integral element）

𝑦(𝑡) = 𝐾 
0

𝑡

𝑢(𝜏) 𝑑𝜏

入力 𝑢 𝑡
出力 𝑦(𝑡)

入力 𝑢 𝑡
出力 𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡)

𝑡

𝐾𝑢(𝑡)

0

if 𝑢 𝑡 = const.
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(c) 微分要素（derivative element）

入力を微分したものが出力となる要素

𝑦(𝑡) = 𝐾
d𝑢(𝑡)

d𝑡

𝑇
d𝑦(𝑡)

d𝑡
+ 𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡)

(d) 一次遅れ要素（first-order lag element）

5.１ 基本的要素（basic elements)

入力 𝑢 𝑡 ，出力 𝑦(𝑡)

𝑦(𝑡)

𝑡0

if 𝑢 𝑡 = const.
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(e) 二次遅れ要素（second-order lag element）

固有角振動数

減衰係数

𝑎2
d2𝑦(𝑡)

d𝑡2
+ 𝑎1

d𝑦(𝑡)

d𝑡
+ 𝑎0𝑦(𝑡) = 𝑎0𝑢(𝑡)

d2𝑦(𝑡)

d𝑡2
+ 2𝜍𝜔𝑛

d𝑦(𝑡)

d𝑡
+ 𝜔𝑛

2𝑦(𝑡) = 𝜔𝑛
2𝑢(𝑡)

𝜍 ≡
𝑎1

2 𝑎0𝑎2

𝜔𝑛 ≡
𝑎0
𝑎2

5.１ 基本的要素（basic elements)

𝜍 = 1.4

𝜍 = 1.2

𝜍 = 1.0

𝜍 = 0.2

𝜍 = 0.4

𝜍 = 0.6

𝜍 = 0.8
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5.１ 基本的要素（basic elements)

𝑣0(𝑡) = 𝑣𝑖(𝑡 − 𝐿)

出力の3次以上の項を含む要素．複数の要素の結合

入力に対して( 𝑡 − 𝐿 )の時間 𝐿 だけ時間遅れが生じる系

(g) 高次系要素(high-order elment)

(f) むだ時間要素（dead time element）
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5.2 伝達関数とラプラス変換（transfer function and Laplace transformation)

𝐺(𝑠) =
𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
= 𝐾𝐿 𝐾𝑢(𝑡) = 𝐾𝑈(𝑠)

𝐿 𝐴
d𝑦(𝑡)

d𝑡
= 𝑠𝐴𝑌(𝑠)

𝐿 𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑠)

𝐹(𝑠) =  
0

∞

𝑓(𝑡)𝑒−𝑠𝑡 𝑑𝑡 𝐹(𝑠) = 𝐿 𝑓(𝑡)

𝑓(𝑡) =
1

2𝜋𝑗
 
𝑐−𝑗∞

𝑐+𝑗∞

𝐹(𝑠)𝑒𝑠𝑡 𝑑𝑠 𝑓 (𝑡) = 𝐿−1 𝐹(𝑠)

ラプラス変換

逆ラプラス変換

比例要素のラプラス変換と伝達関数

積分要素のラプラス変換と伝達関数

𝐺 𝑠 =
𝑌 𝑠

𝑈 𝑠
=

1

𝑠𝐴
=

1

𝑠𝑇𝐼

𝑦(𝑡) = 𝐾𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐾 
0

𝑡

𝑢(𝜏) 𝑑𝜏

1

𝐾

d𝑦(𝑡)

d𝑡
= 𝑢(𝑡)

𝐴 ≡ 𝑇𝐼 積分時間
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5.2 伝達関数とラプラス変換（transfer function and Laplace transformation)

𝐿 𝑦(𝑡) = 𝑌(𝑠)

𝐿 𝐾
d𝑢(𝑡)

d𝑡
= 𝑠𝐾𝑈(𝑠)

𝐺(𝑠) =
𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
= 𝑠𝐾

微分要素のラプラス変換と伝達関数

𝑦(𝑡) = 𝐾
d𝑢(𝑡)

d𝑡

𝐿 𝑇
d𝑦(𝑡)

d𝑡
= 𝑠𝑇𝑌(𝑠)

𝐿 𝑦(𝑡) = 𝑌(𝑠)

𝐿 𝑢(𝑡) = 𝑈(𝑠)

𝐺(𝑠) =
1

𝑠𝑇 + 1

𝐺(𝑠) =
𝐾

𝑠𝑇 + 1

一次遅れ要素のラプラス変換

𝑇
d𝑦(𝑡)

d𝑡
+ 𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡)

𝑇: 時定数
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5.2 伝達関数とラプラス変換（transfer function and Laplace transformation)

𝐿 𝜔𝑛
2𝑦(𝑡) = 𝜔𝑛

2𝑌(𝑠) 𝐿 𝜔𝑛
2𝑢(𝑡) = 𝜔𝑛

2𝑈(𝑠)

𝐺(𝑠) =
𝑌(𝑠)

𝑈(𝑠)
=

𝜔𝑛
2

𝑠2 + 2𝜍𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

=
 𝐾 𝜔𝑛

2

(1 + 𝑇1𝑠)(1 + 𝑇2𝑠)
𝑇1, 𝑇2≡

1

𝜔𝑛(𝜁 ± 1 − 𝜁2)

𝐿
d2𝑦(𝑡)

d𝑡2
= 𝑠2𝑌(𝑠) 𝐿 2𝜍𝜔𝑛

d𝑦(𝑡)

d𝑡
= 2𝜍𝜔𝑛𝑠𝑌(𝑠)

二次遅れ要素のラプラス変換

d2𝑦(𝑡)

d𝑡2
+ 2𝜍𝜔𝑛

d𝑦(𝑡)

d𝑡
+ 𝜔𝑛

2𝑦(𝑡) = 𝜔𝑛
2𝑢(𝑡)
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5.2 伝達関数とラプラス変換（transfer function and Laplace transformation)

𝑎𝑛
d𝑛𝑦(𝑡)

d𝑡𝑛
+ 𝑎𝑛−1

d𝑛−1𝑦(𝑡)

d𝑡𝑛−1
+ 𝑎𝑛−1

d𝑛−2𝑦(𝑡)

d𝑡𝑛−2
+⋯+ 𝑎0𝑦(𝑡)

= 𝑏𝑚
d𝑚𝑥(𝑡)

d𝑡𝑚
+ 𝑏𝑚−1

d𝑚−1𝑥(𝑡)

d𝑡𝑚−1 + 𝑏𝑚−2

d𝑚−2𝑥(𝑡)

d𝑡𝑚−2 +⋯+ 𝑏0𝑥(𝑡)

𝑎𝑛 𝑠
𝑛𝑌(𝑠) + 𝑎𝑛−1𝑠

𝑛−1𝑌(𝑠) + 𝑎𝑛−2𝑠
𝑛−2𝑌(𝑠) + ⋯+ 𝑎0𝑌(𝑠)

= 𝑏𝑚𝑠𝑚𝑋(𝑠) + 𝑏𝑚−1𝑠
𝑚−1𝑋(𝑠) + 𝑏𝑚−2𝑠

𝑚−2𝑋(𝑠) + ⋯+ 𝑏0𝑋(𝑠)

𝑌(𝑠)(𝑎𝑛 𝑠
𝑛𝑌 + 𝑎𝑛−1𝑠

𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑠
𝑛−2 +⋯+ 𝑎0)

= 𝑋(𝑠)(𝑏𝑚𝑠𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑠
𝑚−1 + 𝑏𝑚−2𝑠

𝑚−2 +⋯+ 𝑏0)

𝐺(𝑠) =
𝑌(𝑠)

𝑋(𝑠)
=

𝑏𝑚𝑠𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑠
𝑚−1 + 𝑏𝑚−2𝑠

𝑚−2 +⋯+ 𝑏0
𝑎𝑛 𝑠

𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠
𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑠

𝑛−2 +⋯+ 𝑎0

高次要素のラプラス変換
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5.3 基本的な入力関数(basic step functions)

𝑢(𝑡) =  
1 (𝑡 > 0)
0 (𝑡 < 0)

𝐿 𝑢(𝑡) =
1

𝑠

単位ステップ関数

0

1

𝑡

𝑢 𝑡 =  
𝑡 (𝑡 ≥ 0)
0 ( 𝑡 < 0)

𝑢 𝑡 =  
𝐾𝑡 (𝑡 ≥ 0)
0 ( 𝑡 < 0)

𝐿 𝑢(𝑡) = 𝐾
1

𝑠2

ランプ関数

0

1

𝑡
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5.3 基本的な入力関数(basic step functions)

𝐿 𝛿(𝑡) = lim
𝜀→0

1 − 𝑒−𝑠𝜀

𝑠𝜀
= lim

𝜀→0

𝑠𝑒−𝑠𝜀

𝑠
= 1

𝛿 𝑡 =  
∞ 𝑡 = 0
0 𝑡 ≠ 0

𝐿 𝛿(𝑡) = 1

𝐿 𝛿(𝑡) =
1 − 𝑒−𝑠𝜀

𝑠𝜀

単位インパルス関数

𝛿(𝑡) =  
1/𝜀 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜀
0 𝑡 < 0 or 𝑡 > 𝜀

0

1/𝜀

𝑡

𝜀

𝛿(𝑡)

（デュラクの）デルタ関数を導入


