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逆 𝑧変換
Inverse 𝑧 transform



第10回 逆 𝑧 変換変

10.1 逆 𝑧 変換の定義

𝑥 𝑘 = 𝑍−1 𝑋(𝑧) =
1

2𝜋𝑗
 𝑋(𝑧)𝑧𝑘−1d𝑧

逆 𝒛変換

は原点を中心とし，半径𝑟の円を反時計回りに回る

周回積分を意味する．
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10.2 部分分数展開による逆 𝑧 変換

𝑋 𝑧 =
3 − 1.25𝑧−1

(1 − 0.5𝑧−1)(1 − 0.25𝑧−1)

𝑋 𝑧 =
3𝑧2 − 1.25𝑧

(𝑧 − 0.5)(𝑧 − 0.25)
=

𝑧 3𝑧 − 1.25

(𝑧 − 0.5)(𝑧 − 0.25)

𝑋 𝑧

𝑧
=

3𝑧 − 1.25

(𝑧 − 0.5)(𝑧 − 0.25)
=

𝛼

𝑧 − 0.5
+

𝛽

𝑧 − 0.25

 𝛼 = (𝑧 − 0.5)
𝑋 𝑧

𝑧
𝑧=0.5

= 1

 𝛽 = (𝑧 − 0.25)
𝑋 𝑧

𝑧
𝑧=0.25

= 2

𝑋 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 0.5
+

2𝑧

𝑧 − 0.25
=

1

1 − 0.5𝑧−1
+

2

1 − 0.25𝑧−1

𝑥 𝑘 = 𝑍−1 𝑋(𝑧) = (0.5𝑘 + 2 ∙ 0.25𝑘)𝑢𝑠(𝑘)
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10.2 部分分数展開による逆 𝑧 変換

𝑋 𝑧 =
𝑧−2

(1 − 0.5𝑧−1)(1 − 𝑧−1)2

𝑋 𝑧 =
𝑧

(𝑧 − 0.5)(𝑧 − 1)2

𝑋 𝑧

𝑧
=

1

(𝑧 − 0.5) 𝑧 − 1 2
=

𝛼

𝑧 − 0.5
+

𝛽1

𝑧 − 1 2
+

𝛽2

𝑧 − 1

𝛼 = 4

 𝛽1 = 𝑧 − 1 2
𝑋 𝑧

𝑧
𝑧=1

= 2

𝑋 𝑧 =
4𝑧

𝑧 − 0.5
+

2𝑧

𝑧 − 1 2
−

4𝑧

𝑧 − 1

𝑥 𝑘 = 𝑍−1 𝑋(𝑧) = (4 ∙ 0.5𝑘 + 2𝑘 − 4)𝑢𝑠(𝑘)

 𝛽2 =
𝑑

𝑑𝑧
𝑧 − 1 2

𝑋 𝑧

𝑧
𝑧=1

 =
𝑑

𝑑𝑧

1

𝑧 − 0.5
𝑧=1

= −4
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10.3 逆 𝑧 変換の性質

𝑍 𝑎𝑥 𝑘 + 𝑏𝑦(𝑘) = 𝑎𝑋 𝑧 + 𝑏𝑌(𝑧)

線形性

二つの離散時間信号 𝑥 𝑘 ,  𝑦(𝑘)の 𝑧 変換を
それぞれ 𝑋 𝑧 , 𝑌(𝑧) とするとき，

が成り立つ．ただし，𝑎, 𝑏 は定数である．
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10.3 逆 𝑧 変換の性質

𝑍 𝑥 𝑘 − 1 = 𝑧−1𝑋(𝑧)

𝑍 𝑥 𝑘 − 𝑚 = 𝑧−𝑚𝑋(𝑧)

時間軸推移（時間遅れ）

𝑦(𝑘)

0 𝑘1 2 3 4 5

𝑦(𝑘)

𝑘0 1 2 3 4

𝑋 𝑧 = 𝑍 𝑥 𝑘 𝑌 𝑧 = 𝑍 𝑥 𝑘 − 1 = 𝑧−1𝑋(𝑧)
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10.3 逆 𝑧 変換の性質

𝑍 𝑥 𝑘 + 𝑚 = 𝑧𝑚𝑋 𝑧 − 𝑧𝑚𝑥 0 − 𝑧𝑚−1𝑥 1 − ⋯− 𝑧𝑥 𝑚 − 1

時間軸推移（時間進み）

𝑦(𝑘)

0 𝑘1 2 3

𝑦(𝑘)

𝑘0 1 2 3 4

𝑋 𝑧 = 𝑍 𝑥 𝑘 𝑌 𝑧 = 𝑍 𝑥 𝑘 + 1
= 𝑧𝑋 𝑧 − 𝑧𝑥(0)

−1

𝑦 𝑘 = 𝑥(𝑘 + 1)𝑢𝑠(𝑘)

𝑌 𝑧 = 𝑍 𝑥(𝑘 + 1) =  

𝑘=0

∞

𝑥(𝑘 + 1)𝑧−𝑘 = 𝑧 𝑥 0 +  

𝑘=0

∞

𝑥 𝑘 + 1 𝑧− 𝑘+1 − 𝑥(0)

= 𝑧𝑋 𝑧 − 𝑧𝑥(0)
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10.3 逆 𝑧 変換の性質

𝑍 𝑒𝑗𝜔0𝑘𝑥(𝑘) = 𝑋 𝑒−𝑗𝜔0𝑧

周波数軸推移

時間軸反転

𝑍 𝑥 −𝑘 = 𝑋
1

𝑧

𝑍 𝑘𝑥 𝑘 = −𝑧
d𝑋(𝑧)

d𝑧

𝑧 領域における微分
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𝑍 𝑥 𝑘) ∗ 𝑦(𝑘 = 𝑋 𝑧 𝑌(𝑧)

𝑥 𝑘) ∗ 𝑦(𝑘 =  

𝑙=−∞

∞

𝑥 𝑙 𝑦(𝑘 − 𝑙)

離散時間信号のたたみ込み

＊は次式のたたみ込み和を表す．

10.3 逆 𝑧 変換の性質



最終値の定理

初期値の定理

第10回 逆 𝑧 変換変

𝑥 0 = lim
𝑧→∞

𝑋(𝑧)

10.3 逆 𝑧 変換の性質

𝑥 ∞ = lim
𝑘→∞

𝑥 𝑘 = lim
𝑧→1

(1 − 𝑧−1)𝑋(𝑧)
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𝑦 𝑘 =  

𝑖=0

𝑘

𝑥 𝑖

𝑌 𝑧 =
1

1 − 𝑧−1
𝑋(𝑧)

𝑦 𝑘 = 𝑥 𝑘 − 𝑥(𝑘 − 1)

𝑌 𝑧 = 𝑋 𝑧 − 𝑧−1𝑋 𝑧 = 1 − 𝑧−1 𝑋(𝑧)

10.3 逆 𝑧 変換の性質

和の 𝑧変換

差の 𝑧変換
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10.4 𝑧 変換を用いた差分方程式の解法

𝑥 𝑘 + 2 − 0.8𝑥 𝑘 + 1 + 0.15𝑥 𝑘 = 1, 𝑘 ≥ 0
𝑥 0 = 𝑥 1 = 1

𝑧2𝑋 𝑧 − 𝑧2 − 𝑧 − 0.8 𝑧𝑋 𝑧 − 𝑧 + 0.15𝑋 𝑧 =
𝑧

𝑧 − 1

𝑧2 − 0.8𝑧 + 0.15 𝑋 𝑧 =
𝑧(𝑧2 − 0.8𝑧 + 0.8)

𝑧 − 1

𝑋 𝑧

𝑧
=

𝑧2 − 0.8𝑧 + 0.8

(𝑧 − 1)(𝑧 − 0.5)(𝑧 − 0.3)

𝑋 𝑧

𝑧
=

𝛼

𝑧 − 1
+

𝛽

𝑧 − 0.5
+

𝛾

𝑧 − 0.3

𝑋 𝑧 =
20

7

1

𝑧 − 1
−

13

2

1

𝑧 − 0.5
+

65

14

1

𝑧 − 0.3

𝛼 =
20

7
𝛽 = −

13

2
𝛾 =

65

14

𝑥 𝑘 =
20

7
−

13

2
0.5𝑘 +

65

14
0.3𝑘


