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行列式と逆行列
Determinant and inverse matrix 



第11回 行列式と逆行列変

11.1 行列式の列に関する性質

行列式（determinant）

det 𝑨 = 𝑨 = 

𝑖=1

𝑛

(−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝑴𝑖𝑗

𝑨 =

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

∈ ℝ𝑛×𝑛

𝑴𝑖𝑗は， 𝑨の第 𝑖行と第 𝑗列を省いてできた
(𝑛 − 1) × (𝑛 − 1)次元の行列の行列式

余因子行列（adjoint matrix）

𝑨𝑖𝑗 = (−1)
𝑖+𝑗𝑴𝑗𝑖
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𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑛

𝑨𝑩 = 𝑨 𝑩 𝑎𝑨 = 𝑎𝑛 𝑨

𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛の固有値を𝜆𝑖 (𝑖 = 1,⋯ , 𝑛)とすると

𝑨 = 𝜆1𝜆2⋯𝜆𝑛

𝑨 ≠ 0は 𝜆𝑖 ≠ 0 (∀𝑖)と等価

１

2

𝑫 ∈ ℝ𝑚×𝑚

𝑨 𝑩
𝑪 𝑫

= 𝑨 𝑫 − 𝑪𝑨−1𝑩 ( 𝑨 ≠ 0のとき)

= 𝑫 𝑨 − 𝑩𝑫−1𝑪 ( 𝑫 ≠ 0のとき)

3

とくに𝑪 = 𝟎または𝑩 = 𝟎の場合には無条件に

𝑨 𝑩
𝟎 𝑫

=
𝑨 𝟎
𝑪 𝑫

= 𝑨 𝑫

𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛

4 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑚

𝑪 ∈ ℝ𝑚×𝑛
𝑰𝑛 + 𝑩𝑪 = 𝑰𝑚 + 𝑪𝑩

とくに𝑚 = 1のとき，𝒃 ∈ ℝ𝑛×1，𝑐 ∈ ℝ1×𝑛に対して

𝑰𝑛 + 𝒃𝒄 = 1 + 𝒄𝒃



第11回 行列式と逆行列変

11.1 行列式の列に関する性質

𝑎11 ⋯ 𝑐𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑐𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

= 𝑐

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘 + 𝑏1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 + 𝑏𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

=

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

+

𝑎11 ⋯ 𝑏1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑏𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

１

２

３

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑙 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑙 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

= −

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑙 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑙 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

４

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

= 0

５

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑙 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑙 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

=

𝑎11 ⋯ 𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑙 ± 𝑐𝑎1𝑘 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑘 ± 𝑐𝑎𝑛𝑘 ⋯ 𝑎𝑛𝑛
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𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑘1 + 𝑏𝑘1 𝑎𝑘2 + 𝑏𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛 + 𝑏𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

=

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

+

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑏𝑘1 𝑏𝑘2 ⋯ 𝑏𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑐𝑎𝑘1 𝑐𝑎𝑘2 ⋯ 𝑐𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

= 𝑐

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

１

２

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑙1 𝑎𝑙2 ⋯ 𝑎𝑙𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

= −

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑙1 𝑎𝑙2 ⋯ 𝑎𝑙𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

３
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𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

= 0４

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑙1 𝑎𝑙2 ⋯ 𝑎𝑙𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

=

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑘1 𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮

𝑎𝑙1 ± 𝑎𝑘1 𝑎𝑙2 ± 𝑐𝑎𝑘2 ⋯ 𝑎𝑙𝑛 ± 𝑐𝑎𝑘𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 ⋯ 𝑎𝑛𝑛

５

11.2 行列式の行に関する性質
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2 −2 4 2
2 −1 6 3
3 −2 12 12
−1 3 −4 4

の値を求めよ

2 −2 4 2
2 −1 6 3
3 −2 12 12
−1 3 −4 4

= 2

1 −1 2 1
2 −1 6 3
3 −2 12 12
−1 3 −4 4

= 2

1 −1 2 1
0 1 2 9
0 1 6 1
0 2 −2 5

= 2 × 1 × −1 1+1
1 2 1
1 6 9
2 −2 5

= 2
1 2 1
0 4 8
0 −6 3

= 2 × 1 × −1 1+1
4 8
−6 3

= 2
1 2 1
0 4 8
0 −6 3

= 2 × 1 × −1 1+1
4 8
−6 3

= 2 × 4 × 3
1 2
−2 1

= 24 1 × 1 − 2 × (−2) = 24 × 5 = 120
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11.3 逆行列

𝑨−1 =
adj 𝑨

det 𝑨

𝑨𝑿 = 𝑰（または𝑿𝑨 = 𝑰）を満たす正方行列𝑿を
𝑨の逆行列（inverse matrix）といい，𝑨−1と書く．

正方で行列式が零でない行列についてだけ定義できる．

𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑛 𝑨 ≠ 0１ 𝑩 ≠ 0

𝑨 𝑩 −1 = 𝑩−1𝑨−1

2 𝑎𝑨 −1 = 𝑨−1/𝑎

3 𝑨−1 = 1/ 𝑨
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11.3 逆行列

𝑫 ∈ ℝ𝑚×𝑚4 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛

𝑨 𝑩
𝑪 𝑫

−1

= 𝑨
−1 + 𝑨−1𝑩𝑺−1𝑪𝑨−1 −𝑨−1𝑩𝑺−1

−𝑺−1𝑪𝑨−1 𝑺−1

ただし𝑺 = 𝑫 − 𝑪𝑨−1𝑩

( 𝑨 ≠ 0, 𝑺 ≠ 0 のとき)

= 𝑲−1 −𝑲−1𝑩𝑫−1

−𝑫−1𝑪𝑲−1 𝑫−1 + 𝑫−1𝑪𝑲−1𝑩𝑫−1

ただし𝑲 = 𝑨 − 𝑩𝑫−1𝑪

( 𝑫 ≠ 0, 𝑲 ≠ 0 のとき)

のとき

とくに𝑪 = 𝟎または𝑩 = 𝟎で 𝑨 ≠ 0, 𝑫 ≠ 0 のと無条件に

𝑨 𝑩
𝟎 𝑫

−1

= 𝑨
−1 −𝑨−1𝑩𝑫−1

𝟎 𝑫−1

𝑨 𝟎
𝑪 𝑫

−1

= 𝑨−1 𝟎
−𝑫−1𝑪𝑨−1 𝑫−1
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11.3 逆行列

5 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛 のとき𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑚 𝑪 ∈ ℝ𝑚×𝑛 𝑨 ≠ 0

𝑨 + 𝑩𝑪 −1 = 𝑨−1 − 𝑨−1𝑩 𝑰𝑚 + 𝑪𝑨
−1𝑩 −1𝑪𝑨−1

とくに𝑚 = 1のとき，𝒃 ∈ ℝ𝑛×1，𝑐 ∈ ℝ1×𝑛に対して

𝑨 + 𝒃𝒄 −1 = 𝑨−1 −
𝑨−1𝒃𝒄𝑨−1

1 + 𝒄𝑨−1𝒃

𝑰 + 𝑨 −1 = 𝑰 − 𝑨 𝑰 + 𝑨 −1 = 𝑰 − 𝑰 + 𝑨 −1𝑨

特別な場合として


