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第13回 行列の対角変換

13.1 対称行列の対角化

𝑨 = 𝑨𝑇のとき

① 𝑨の固有値はすべて実数

② 値の異なる固有値についての固有ベクトルは線形独立で直交している．

③ 重複固有値については重複度（multiplicity）に等しい数の
線形独立な固有ベクトルが存在し，それらは直交するように選べる．

転置の性質転置の性質



第13回 行列の対角変換

13.2 ジョルダン形式

𝑨 ≠ 𝑨𝑇かつ𝑨の固有値に重複がある場合
対角変換ができないことが多い．

この場合は，𝑻−1𝑨𝑻をジョルダン形式 𝑱 に変換できる．

ジョルダンブロック

𝑱𝑝 𝜆 =

𝜆 1
𝜆 1 𝟎

⋱ ⋱
𝟎 ⋱ 1

𝜆
ジョルダン形式の例

𝑱 =

𝑱1(𝜆1)

𝑱2(𝜆1)

𝑱2(𝜆2)

=

𝜆1

𝜆1 1

𝜆1

𝜆2 1

𝜆2
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13.2 ジョルダン形式

𝑱 =

𝑱1(𝜆1)

𝑱2(𝜆1)

𝑱2(𝜆2)

=

𝜆1

𝜆1 1

𝜆1

𝜆2 1

𝜆2

何個かのジョルダンブロックを対角線上の副行列として並べたものを
ジョルダン形式と言う。

𝜆1のジョルダンブロックとして１次と２次のものがあり
𝜆2についても２次のものがある場合のジョルダン形式

ジョルダン形式

𝜆1について3重、𝜆2について2重の固有値を持つ行列𝑨のジョルダン形式の例
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13.2 ジョルダン形式

(𝜆𝑰 − 𝑨)のランクが 𝑛 − 𝑃 であると、𝜆について線形独立な
固有ベクトルが 𝑃 本ある．

◎ 行列 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛 について，重複度 𝑟の固有値について

それらの固有ベクトルに対応する 𝑃 個のジョルダンブロックが存在する．

各ジョルダンブロックの次数の和が重複度 𝑟 と等しい．

◎ 𝑨の分類

すべての固有値𝜆について， (𝜆𝑰 − 𝑨)のランクが(𝑛 − 1)となる

ランクが (𝑛 − 2)以下となる固有値が１つでも存在する行列を縮退行列と呼ぶ．

（ⅰ）

（ⅱ）

（ⅲ）

ⓐ
行列を非縮退行列と呼ぶ．

ⓑ
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13.2 ジョルダン形式

ⓐの場合

𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛の固有値を 𝜆1, 𝜆2 , ⋯ , 𝜆𝑙

それらの重複度を 𝑟1, 𝑟2 , ⋯ , 𝑟𝑙 (𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑙＝𝑛) とする．

このとき，𝜆1, ⋯ , 𝜆𝑙のうち重複度が 𝑟 の，ある固有値を 𝜆 とし

(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗1＝𝟎

𝜆𝑰 − 𝑨 𝒗2＝− 𝒗1

⋮
(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗𝑟＝− 𝒗𝑟−1

の順に𝒗1 ⋯ 𝒗𝑟を求める（𝑟 = 1のときは 𝒗1 だけ求める）．

求めた𝒗1 ⋯ 𝒗𝑟を並べて

𝑻 𝜆 = 𝒗1 𝒗2 ⋯ 𝒗𝑟 ∈ ℝ𝑛×𝑛

をつくる．

①

②

③
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13.2 ジョルダン形式

これを 𝜆1, 𝜆2 , ⋯ , 𝜆𝑙 について実行し，

𝑻 ≡ 𝑻(𝜆1) 𝑻(𝜆2) ⋯ 𝑻(𝜆𝑙) ∈ ℝ𝑛×𝑛

がジョルダン形式への変換行列となる．

𝑻−1𝑨𝑻＝𝑱＝

𝑱𝑟1
(𝜆1) 𝟎

⋱
𝟎 𝑱𝑟𝑙

(𝜆𝑙)
となる．

ⓐの場合

ジョルダン形式は

④
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13.2 ジョルダン形式

(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗𝑃
𝑚𝑃＝− 𝒗𝑃

𝑚𝑃−1

ⓑの場合 ジョルダンブロックの次数変換行列 𝑻 は試行錯誤で求める．

ある固有値𝜆の重複度を𝑟とすると

(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗1
1＝𝟎

(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗1
2＝− 𝒗1

1

⋮

(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗1
𝑚1＝− 𝒗1

𝑚1−1

⋯
(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗𝑃

1＝0

(𝜆𝑰 − 𝑨)𝒗𝑃
2＝𝟎

⋮

𝑚1+𝑚2+⋯ +𝑚𝑃 ＝𝑟

𝒗1
1 ⋯ 𝒗1

𝑚1 , ⋯ , 𝒗𝑃
1 , ⋯ , 𝒗𝑃

𝑚𝑃

これらを満たす 𝑟本の線形独立なベクトルを試行錯誤的に求める．

これらのベクトルを並べて

𝑻(𝜆) ≡ 𝒗1
1 𝒗1

2 ⋯ 𝒗1
𝑚1 ⋯ 𝒗𝑃

1 𝒗𝑃
2 ⋯ 𝒗𝑃

𝑚𝑃

とおき，これらをすべて並べると変換行列になる．

𝑻 ≡ 𝑻(𝜆1) 𝑻(𝜆2) ⋯ 𝑻(𝜆𝑙)



第13回 行列の対角変換

13.2 ジョルダン形式

𝑻−1𝑨𝑻＝

𝑱𝑚1
(𝜆1) 𝟎

𝑱𝑚2
(𝜆2)

𝟎 𝑱𝑚𝑃
(𝜆)

∈ ℝ𝑛×𝑛

さまざまな形が存在する

３次の正方行列の場合

➀

𝜆1

𝜆2

𝜆3

➁

𝜆1

𝜆1

𝜆2

➂

𝜆1 1 0

𝜆1 0

𝟎 𝜆2

④

𝜆1 1 0
0 𝜆1 1
𝟎 0 𝜆1

⑤

𝜆1 𝟎

𝜆1

𝟎 𝜆1
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13.3 行列のトレース

正方行列について定義される対角要素の和トレース（trace）

𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛

tr 𝑨 = 𝑎11 + 𝑎22 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑛

tr 𝑨 = tr 𝑨𝑇

① 𝑨 ∈ ℝ𝑛×𝑛の固有値を𝜆𝑖 (𝑖 = 1, ⋯ , 𝑛)とすると

tr 𝑨 = 𝜆1 + 𝜆2 + ⋯ + 𝜆𝑛

② 𝑩 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝑪 ∈ ℝ𝑚×𝑛のとき，

tr 𝑩𝑪 = tr 𝑪𝑩

𝑚 = 1のとき
tr 𝒃𝒄 = 𝒄𝒃 𝒃𝑇𝑨𝒃 = tr(𝒃𝒃𝑇𝑨)

tr 𝑨 = tr 𝑻𝑱𝑻−1 = tr 𝑻−1𝑻𝑱 = tr 𝑱

次のような性質も知られている．

tr 𝑨 + 𝑩 = tr 𝑨 + tr 𝑩

tr 𝑐𝑨 = 𝑐tr 𝑨
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13.3 2次形式と正定関数・正定行列

変数𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛 についての２次のべき関数

 

𝑖

 

𝑗

𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑥𝑗

２次形式（quadratic form）という．

２次形式なら𝑨を対称行列として𝒙𝑇𝑨𝒙と書くことができる．

2𝑥1
2 − 2𝑥1𝑥2 + 4𝑥1𝑥3 + 𝑥2

2 + 6𝑥3
2

= 2𝑥1
2 − 𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 𝑥2

2 − 𝑥2𝑥1 + 6𝑥3
2 + 2𝑥3𝑥1

= 𝑥1 𝑥2 𝑥3

2 −1 2
−1 1 0
2 0 6

𝑥1

𝑥2

𝑥3

= 𝒙𝑇𝑨𝒙

例題）例題）
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13.3 2次形式と正定関数・正定行列

正定 （positive definite）

準正定（semi-positive definite）

準負定（semi-negative definite）

負定 （negative definite）

𝒙𝑇𝑨𝒙 > 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

𝒙𝑇𝑨𝒙 ≥ 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

𝒙𝑇𝑨𝒙 < 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

𝒙𝑇𝑨𝒙 ≤ 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

正定関数 （positive definite function） 𝑽(𝒙) > 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

準正定関数（semi-positive definite function） 𝑽(𝒙) ≥ 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

負定関数 （negative definite function） 𝑽 𝒙 < 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

準負定関数（semi-negative definite function） 𝑽(𝒙) ≤ 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

正定関数 （positive definite function） 𝑽(𝒙) > 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

準正定関数（semi-positive definite function） 𝑽(𝒙) ≥ 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

負定関数 （negative definite function） 𝑽 𝒙 < 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎

準負定関数（semi-negative definite function） 𝑽(𝒙) ≤ 0 ∀𝒙 ≠ 𝟎
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13.3 2次形式と正定関数・正定行列

対称行列𝑨についての２次形式𝒙𝑇𝑨𝒙が正定のとき

𝑨 > 𝟎

行列𝑨を正定行列（positive definite matrix）

対称行列𝑨についての２次形式𝒙𝑇𝑨𝒙が準正定のとき

𝑨 ≥ 𝟎

行列𝑨を準正定行列（semi-positive definite matrix）

対称行列𝑨についての２次形式𝒙𝑇𝑨𝒙が正定のとき

𝑨 < 𝟎

行列𝑨を負定行列（negative definite matrix）

対称行列𝑨についての２次形式𝒙𝑇𝑨𝒙が準負定のとき

𝑨 ≤ 𝟎

行列𝑨を準負定行列（semi-negaitive definite matrix）
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13.4 2次形式と正定関数・正定行列

シルベスターの判定条件

𝑎11 > 0,
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
> 0,

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

> 0, ⋯ , 𝑨 > 0

𝑎11 < 0,
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
> 0,

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

< 0, ⋯ , (−1)𝑛 𝑨 > 0

正定であるための必要十分条件は，すべての主座小行列が正となること．

負定であるための必要十分条件は，主座小行列が以下のようになること．

シルベスターの判定条件

𝑎11 > 0,
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
> 0,

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

> 0, ⋯ , 𝑨 > 0

𝑎11 < 0,
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
> 0,

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23

𝑎31 𝑎32 𝑎33

< 0, ⋯ , (−1)𝑛 𝑨 > 0

正定であるための必要十分条件は，すべての主座小行列が正となること．

負定であるための必要十分条件は，主座小行列が以下のようになること．
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13.5 行列やベクトルの微分・積分

ベクトル 𝒙 ∈ ℝ𝑛×1に行列𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 が時間𝑡の関数であるとき，

 𝒙 𝑡 =
 𝑥1(𝑡)
⋮

 𝑥𝑛(𝑡)
,  𝑨 𝑡 =  𝑎𝑖𝑗 ,  𝑨 𝑡 d𝑡 =  𝑎𝑖𝑗d𝑡

と定義する．すると，ベクトルや行列の積について，

d𝑡 𝑨𝑩 =
d𝑨

d𝑡
𝑩 + 𝑨

d𝑩

d𝑡

 
𝑎

𝑏 d𝑨

d𝑡
𝑩d𝑡 =  𝑨𝑩

𝑎

𝑏
−  

𝑎

𝑏

𝑨
d𝑩

d𝑡
d𝑡

が成り立つ．

微分・積分

ベクトル 𝒙 ∈ ℝ𝑛×1に行列𝑨 = 𝑎𝑖𝑗 が時間𝑡の関数であるとき，

 𝒙 𝑡 =
 𝑥1(𝑡)
⋮

 𝑥𝑛(𝑡)
,  𝑨 𝑡 =  𝑎𝑖𝑗 ,  𝑨 𝑡 d𝑡 =  𝑎𝑖𝑗d𝑡

と定義する．すると，ベクトルや行列の積について，

d𝑡 𝑨𝑩 =
d𝑨

d𝑡
𝑩 + 𝑨

d𝑩

d𝑡

 
𝑎

𝑏 d𝑨

d𝑡
𝑩d𝑡 =  𝑨𝑩

𝑎

𝑏
−  

𝑎

𝑏

𝑨
d𝑩

d𝑡
d𝑡

が成り立つ．

微分・積分
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13.5 行列やベクトルの微分・積分

偏微分

𝐽(𝒙(𝑡))を𝒙(𝑡) ∈ ℝ𝑛×1のスカラ関数とするとき，偏微分を

𝜕𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕𝒙(𝑡)
=

𝜕𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕𝑥1(𝑡)
⋮

𝜕𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕𝑥𝑛(𝑡)

,
𝜕𝟐𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕2𝒙(𝑡)
=

𝜕𝟐𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕2𝑥1(𝑡)

𝜕𝟐𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕𝑥1(𝑡)𝜕𝑥2(𝑡)
⋯

𝜕𝟐𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕𝑥1(𝑡)𝜕𝑥𝑛(𝑡)

⋮ ⋮ ⋮
𝜕𝟐𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕𝑥𝑛(𝑡)𝜕𝑥2

𝜕𝟐𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕𝑥𝑛(𝑡)𝜕𝑥2(𝑡)
⋯

𝜕𝟐𝐽(𝒙(𝑡))

𝜕2𝑥𝑛(𝑡)

と定義する．
このような定義によると，

𝜕

𝜕𝒙(𝑡)
𝒃𝑇𝒙(𝑡) = 𝒃,

𝜕

𝜕𝒙(𝑡)
𝒙(𝑡)𝑇𝑨𝒙(𝑡) = 2𝑨𝒙(𝑡),

𝜕𝟐

𝜕2𝒙(𝑡)
𝒙(𝑡)𝑇𝑨𝒙(𝑡) = 2𝑨

などが成り立つ．
また， 𝑉(𝒙 𝑡 )が時間関数𝒙(𝑡)についてのスカラ関数のとき，

 𝑉 𝒙 𝑡 =
𝜕𝑉(𝒙 𝑡 )

𝜕𝒙(𝑡)
 𝒙 𝑡


