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第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.1 正弦波信号

𝑥 𝑘 = 𝐴 cos(𝜔0𝑘 + 𝜙)

離散時間正弦波信号

𝜔0[rad]：角周波数 𝜙[rad]：位相𝐴 振幅

𝜔0 = 2𝜋𝑓0

𝑓0[rad/s]：周波数



第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.1 正弦波信号
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第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.1 正弦波信号

𝑥 𝑘 = 𝑥(𝑘 + 𝑁)

𝜔0 =
2𝜋

𝑁0

周期性（離散時間信号）

すべての𝑘に対して

がなり立つような整数𝑁が存在するとき
離散時間信号𝑥(𝑘)は周期𝑁を持つ周期信号である．

を基本角周波数と呼ぶ．

最小の整数𝑁0を基本周期と呼ぶ．



第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号

𝑥 𝑘 = 𝐶𝛼𝑘

(1)複素指数信号の波形

離散時間複素指数信号（正弦波信号を一般化したもの）

𝐶と𝛼は複素数

𝐶と𝛼がともに実数の場合

𝛽が純虚数の場合

𝑥 𝑘 = 𝐶𝑒𝛽𝑘もしくは

𝐶と𝛼がともに複素数の場合



第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号

a 𝛼 > 1 1.2𝑘

𝐶と𝛼がともに実数の場合
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7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号

10 𝑘

0

1.0

5 15 20

0.5

−1.0

−0.5

10 𝑘

0

1.0

5 15 20

0.5
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(c) − 1 < 𝛼 < 0 (−0.8)𝑘 d 𝛼 < −1(−1.2)𝑘

𝐶と𝛼がともに実数の場合
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7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号

𝛽 = 𝑗𝜔0

𝑥 𝑘 = 𝑒𝑗𝜔0𝑘

𝑒𝑗𝜔0𝑘 = cos𝜔0𝑘 + 𝑗 sin𝜔0𝑘

𝛽が純虚数の場合

基本角周波数𝜔0を持つ正弦波信号 cos𝜔0𝑘, sin𝜔0𝑘
を用いて記述できる．



第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号
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−1.0

1.0

𝐶 = 𝐶 𝑒𝑗𝜃 𝛼 = 𝛼 𝑒𝑗𝜔0

𝑥 𝑘 = 𝐶𝛼𝑘

= 𝐶 𝛼 𝑘𝑒𝑗(𝜔0𝑘+𝜃)

= 𝐶 𝛼 𝑘 cos(𝜔0𝑘 + 𝜃) + 𝑗 𝐶 𝛼 𝑘 sin(𝜔0𝑘 + 𝜃)

1.05𝑘cos
𝜋

8
𝑘 0.9𝑘cos

𝜋

8
𝑘

𝐶と𝛼がともに複素数の場合
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7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号

連続時間複素指数信号 𝑥 𝑡 = 𝑒𝑗𝜔0𝑡 の周期性の性質

性質１ 𝜔0が増加するにつれて，信号𝑥 𝑡 の振動数も増加する．

性質２ 信号𝑥 𝑡 は任意の𝜔0に対して周期的になる．

𝑒𝑗 𝜔0+2𝜋 𝑘 = 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑒𝑗𝜔0𝑘 = 𝑒𝑗𝜔0𝑘

離散時間複素指数信号

角周波数が𝜔0 + 2𝜋の離散時間複素指数信号

0 ≤ 𝜔0< 2𝜋の区間のみを考えればよい．



第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号
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𝑥 𝑘 = cos𝜔𝑘

0 ≤ 𝜔0< 2𝜋において𝜔0を増加させても
振動数は単純に増加しない．

0 ≤ 𝜔0< 𝜋では振動数は増加

𝜋 ≤ 𝜔0< 2𝜋では振動数は減少

例
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7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号
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7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号 (2)複素指数信号の周期性

𝑒𝑗𝜔0(𝑘+𝑁) = 𝑒𝑗𝜔0𝑘 ⇔ 𝑒𝑗𝜔0𝑁 = 1 ⇔ 𝜔0𝑁 = 2𝜋𝑚

𝜔0

2𝜋
=

𝑚

𝑁

離散時間複素指数信号 𝑥 𝑘 = 𝑒𝑗𝜔0𝑘 の周期性

𝑒𝑗𝜔0𝑘が周期𝑁（ > 0）の周期信号になるためには
以下の関係が成り立たなければならない． 𝑚は整数

離散時間複素指数信号 𝑒𝑗𝜔0𝑘 は 𝜔0/2 が有理数のときに限り
周期的になる

𝑁 =
2𝜋𝑚

𝜔0



第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号 (2)複素指数信号の周期性

連続時間複素指数信号 𝑒𝑗𝜔0𝑡 離散時間複素指数信号 𝑒𝑗𝜔0𝑘

性質

異なる𝜔0に対して異なる信号になる 離れた周波数で同一の信号になる

周期性

任意の𝜔0に対して周期的になる

ある整数𝑁 > 0と，それと共通因子
を持たない整数𝑚に対して

𝜔0 = 2𝜋𝑚/𝑁
を満たすとき周期的になる

基本角周波数 𝜔0 𝜔0/𝑚

基本周期 2𝜋/𝜔0 2𝜋𝑚/𝜔0



第7回 離散時間信号とシステム

7.1 離散時間信号

7.1.2 複素指数信号 (2)複素指数信号の周期性

𝜙𝑛 𝑘 = 𝑒𝑗
2𝜋𝑛
𝑁 𝑘, 𝑘 = 0,±1,±2,⋯

𝜙𝑛+𝑁 𝑘 = 𝑒𝑗(𝑛+𝑁)
2𝜋
𝑁 𝑘 = 𝑒𝑗2𝜋𝑘𝑒𝑗

2𝜋𝑛
𝑁 𝑘 = 𝜙𝑛 𝑘

𝜙0 𝑘 , 𝜙1 𝑘 ,⋯ , 𝜙𝑁−1 𝑘

調和関係にある離散時間複素指数信号

離散時間複素指数信号

を考える．連続時間と異なり，離散時間の場合には

という周期𝑁の周期性が存在するため，例えば

なる𝑁個を考え，これを調和関係にある離散時間複素指数信号と呼ぶ．
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7.1 離散時間信号

7.1.3 基本的な離散時間信号

𝛿 𝑘 =  
1, 𝑘 = 0
0, 𝑘 ≠ 0

 

𝑘=−∞

∞

𝛿 𝑘 = 1

𝑥 𝑘 𝛿 𝑘 = 𝑥(0)𝛿(𝑘)

𝑥 𝑘 𝛿 𝑘 − 𝑛 = 𝑥(𝑛)𝛿(𝑘 − 𝑛)

（1）単位インパルス信号

単位インパルス信号の性質

性質 １

性質 ２

単位インパルス信号は単位面積を持つ．

任意の信号𝑥 𝑘 に対して次式が成り立つ．

10

1.0

200−10−20
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7.1 離散時間信号

7.1.3 基本的な離散時間信号

𝑢𝑠 𝑘 =  
0, 𝑘 < 0
1, 𝑘 ≧ 0

𝑢𝑠 𝑘 =  

𝑚=−∞

𝑘

𝛿 𝑚 =  

𝑛=0

∞

𝛿 𝑘 − 𝑛

𝛿 𝑘 = 𝑢𝑠 𝑘 − 𝑢𝑠 𝑘 − 1

（2）単位ステップ信号

10

1.0

200−10−20

単位ステップ信号と単位インパルス信号の関係
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7.1 離散時間信号

7.1.3 基本的な離散時間信号

𝑟 𝑘 =  
0, 𝑘 < 0
𝑘, 𝑘 ≧ 0

𝑎 𝑘 =  
0, 𝑘 < 0

𝑘2, 𝑘 ≧ 0

（3）単位ランプ信号

単位加速度信号

10
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20
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200

200−10

400
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7.2 信号の分解と操作

7.2.1 信号の分解

𝑥 𝑘 = 𝑥𝑒 𝑘 + 𝑥𝑜 𝑘

𝑥𝑒 𝑘 =
1

2
𝑥 𝑘 + 𝑥(−𝑘)

𝑥𝑜 𝑘 =
1

2
𝑥 𝑘 − 𝑥(−𝑘)

離散時間信号の偶奇分解

任意の離散時間信号𝑥 𝑘 は
偶信号成分𝑥𝑒 𝑘 と奇信号成分の和に分解できる

ここで
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7.2 信号の分解と操作

7.2.2 信号の操作

任意の離散時間信号𝑥 𝑘 は連続時間信号と同様に
操作を施すことができる。

信号の反転

時間軸推移

時間軸スケーリング


