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第9回 𝑧 変換変

9.1 𝑧変換と収束領域

拡張

定常解析 過渡状態の解析まで
行うことができる

ラプラス変換

拡張

定常解析 過渡状態の解析まで
行うことができる

𝑧 変換

連続時間フーリエ変換

離散時間フーリエ変換

𝑧 変換は離散時間系に対するラプラス変換というイメージでOK



第9回 𝑧 変換変

9.1 𝑧変換と収束領域

等比級数の和

初項𝑎，公比𝑟の等比数列 𝑎, 𝑎𝑟, 𝑎𝑟2, ⋯ の和は次のようになる．

(1) 有限数列の場合

 

𝑛=0

𝑁−1

𝑎𝑟𝑛 =
𝑎(1 − 𝑟𝑁)

1 − 𝑟
, 𝑟 ≠ 1

(2) 無限数列の場合

 

𝑛=0

∞

𝑎𝑟𝑛 =
𝑎

1 − 𝑟
, 𝑟 < 1



第9回 𝑧 変換変

9.1 𝑧 変換と収束領域

𝑋 𝑧 = 𝑍 𝑥(𝑘) =  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘

𝑧変換
離散時間信号𝑥(𝑘)の 𝑧変換を𝑋 𝑧 とおいて，次式で定義する．

ただし 𝑧は複素変数である．

𝑥(𝑘)と𝑋 𝑧 は 𝑧 変換対と呼ばれる．
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9.1 𝑧 変換と収束領域

例題

𝑥 𝑘 = 0.5𝑘 + 0.25𝑘 𝑢𝑠(𝑘)

つぎの離散時間信号の 𝑧変換を求めよ．

𝑋 𝑧 = 𝑍 𝑥(𝑘) =  

𝑘=−∞

∞

0.5𝑘 + 0.25𝑘 𝑢𝑠(𝑘) 𝑧
−𝑘

例題 つぎの離散時間信号の 𝑧変換を求めよ．

𝑥 𝑘 = 𝑢𝑠(𝑘)

𝑋 𝑧 = 𝑍 𝑢𝑠(𝑘) =  

𝑘=0

∞

𝑢𝑠 𝑘 𝑧
−𝑘 = 1 + 𝑧−1 + 𝑧−2 +⋯

=
1

1 − 𝑧−1  

𝑛=0

∞

𝑎𝑟𝑛 =
𝑎

1 − 𝑟
, 𝑟 < 1

無限数列の和

=  

𝑘=0

∞

0.5𝑧−1 𝑘 + 

𝑘=0

∞

0.25𝑧−1 𝑘 =
1

1 − 0.5𝑧−1
+

1

1 − 0.25𝑧−1

=
2 − 0.75𝑧−1

(1 − 0.5𝑧−1)(1 − 0.25𝑧−1)
=
𝑧(2𝑧 − 0.75)

(𝑧 − 0.5)(𝑧 − 0.25)
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9.1 𝑧変換と収束領域

離散時間フーリエ変換
離散時間信号𝑥(𝑘)が絶対値総和可能，すなわち

 

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 < ∞

であるとき， 𝑥(𝑘)の離散時間フーリエ変換は次式で与えられる．

𝑋 𝜔 =  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑒−𝑗𝑘𝜔

𝑋 𝜔 ：𝑥(𝑘)のスペクトル（周波数𝜔の複素関数）

𝑋 𝜔 ：振幅スペクトル

∠𝑋 𝜔 ：位相スペクトル

𝑋 𝜔 2：振幅パワースペクトル
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9.1 𝑧 変換と収束領域

𝑧変換の意味

𝑧 = 𝑒𝑗𝑘（ただし𝜔は実数），すなわち大きさ1の複素変数に対しては

以下が一致する．

𝑋 𝑧 = 𝑍 𝑥(𝑘) =  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑧−𝑘

𝑋 𝜔 =  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑒−𝑗𝑘𝜔

𝑧変数

離散時間フーリエ変数

Im

Re

1−1

𝑗

−𝑗

0 𝜔

𝑧 = 𝑒𝑗𝑘

𝑧平面

𝑧平面と呼ばれる複素平面内の 𝑧 = 1という
単位円上の 𝑧変換は，離散時間フーリエ変換に
一致する．

離散時間フーリエ変換は 𝑧変換の特殊な場合である．
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9.1 𝑧変換と収束領域

𝑋 𝑟𝑒𝑗𝜔 =  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑟𝑒𝑗𝜔
−𝑘
=  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑟−𝑘 𝑒−𝑗𝑘𝜔

𝑋 𝑟𝑒𝑗𝜔 = ℱ 𝑥(𝑘)𝑟−𝑘

複素変数 𝑧 を極座標形式 𝑧 = 𝑟𝑒𝑗𝑘で表現し，これを 𝑧 変換の定義式に代入すると

したがって 𝑋 𝑟𝑒𝑗𝜔 は離散時間信号 𝑥 𝑘 に実指数 𝑟−𝑘 を乗じたものの離散
時間フーリエ変換であることがわかる．

Im

Re

1−1

𝑗

−𝑗

0 𝜔

𝑧 = 𝑒𝑗𝑘

𝑧平面
（離散時間系）

Im

Re

0

𝑠平面
（連続時間系）

𝑧 = 𝑒𝑗𝑘

𝑋 𝑟𝑒𝑗𝜔 =  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑟𝑒𝑗𝜔
−𝑘
=  

𝑘=−∞

∞

𝑥 𝑘 𝑟−𝑘 𝑒−𝑗𝑘𝜔

𝑋 𝑟𝑒𝑗𝜔 = ℱ 𝑥(𝑘)𝑟−𝑘

複素変数 𝑧 を極座標形式 𝑧 = 𝑟𝑒𝑗𝑘で表現し，これを 𝑧 変換の定義式に代入すると

したがって 𝑋 𝑟𝑒𝑗𝜔 は離散時間信号 𝑥 𝑘 に実指数 𝑟−𝑘 を乗じたものの離散
時間フーリエ変換であることがわかる．

Im

Re

1−1

𝑗

−𝑗

0 𝜔

𝑧 = 𝑒𝑗𝑘

𝑧平面
（離散時間系）

Im

Re

0

𝑠平面
（連続時間系）

𝑧 = 𝑒𝑗𝑘
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9.1 𝑧 変換と収束領域

𝑋 𝑧 =  

𝑘=0

∞

(𝑎𝑧−1)𝑘 =
1

1 − 𝑎𝑧−1
=
𝑧

𝑧 − 𝑎
, 𝑧 > 𝑎

𝑥 𝑘 = 𝑎𝑘𝑢𝑠(𝑘)

𝑋 𝑧 =  

𝑘=−∞

∞

𝑎𝑘𝑢𝑠(𝑘)𝑧
−𝑘 =  

𝑘=0

∞

(𝑎𝑧−1)𝑘𝑧変換

Im

Re

1−1

𝑗

−𝑗

0

𝑧平面

初項 1，公比 𝑎𝑧−1 の無限等比数列の和

𝑋 𝑧 の収束には，公比が1より小さくなければならない．

𝑎𝑧−1 < 1

Im

Re

1−1

𝑗

−𝑗

0

𝑧平面

収束領域
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9.1 𝑧 変換と収束領域

𝑋 𝑧 =  

𝑘=𝑁1

∞

𝑥(𝑘)𝑧−𝑘 右側系列

𝑘 < 0で0をとる右側系列を因果系列と呼ぶ．

因果系列について収束領域を考える．



第9回 z 変換変

9.1 𝑧 変換と収束領域

例題

𝑥 𝑘 = 0.5𝑘 + 0.25𝑘 𝑢𝑠(𝑘)

つぎの離散時間信号の 𝑧変換を求め，その収束領域を調べよ．

𝑋 𝑧 =
1

1 − 0.5𝑧−1
+

1

1 − 0.25𝑧−1
=
𝑧(2𝑧 − 0.75)

(𝑧 − 0.5)(𝑧 − 0.25)

収束領域は
0.5𝑧−1 < 1 0.25𝑧−1 < 1 𝑧 > 0.5

Im

1−1

𝑗

−𝑗

0

𝑧平面

Re

1−1

𝑗

−𝑗

収束領域

0

極

零点
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9.1 𝑧変換と収束領域

信号 𝑥 𝑘 𝑋 𝑧 収束領域

1 単位インパルス信号 𝛿 𝑘 1 𝑧 平面全体

2 単位ステップ信号 𝑢𝑠 𝑘
1

1 − 𝑧−1
𝑧 > 1

3 時間軸推移 𝛿 𝑘 − 𝑚 𝑧−𝑚 𝑧 平面全体

4 減衰指数信号 𝛼𝑘𝑢𝑠 𝑘
1

1 − 𝛼𝑧−1
𝑧 > 𝛼

5 ランプ信号 𝑘𝛼𝑘𝑢𝑠 𝑘
1

1 − 𝛼𝑧−1 2
𝑧 > 𝛼

6 正弦波（１） cos𝜔0 ∙ 𝑢𝑠 𝑘
1 − cos𝜔0 ∙ 𝑧

−1

1 − 2cos𝜔0 ∙ 𝑧
−1 + 𝑧−2

𝑧 > 1

7 正弦波（２） sin𝜔0𝑘 ∙ 𝑢𝑠(𝑘)
sin𝜔0∙ 𝑧

−1

1 − 2cos𝜔0 ∙ 𝑧
−1 + 𝑧−2

𝑧 > 1

8 減衰（増大）正弦波（1） 𝑟𝑘 cos𝜔0𝑘 ∙ 𝑢𝑠(𝑘)
1 − 𝑟 cos𝜔0 ∙ 𝑧

−1

1 − 2𝑟cos𝜔0 ∙ 𝑧
−1 + 𝑟2𝑧−2

𝑧 > 𝑟

9 減衰（増大）正弦波（２） 𝑟𝑘 sin𝜔0𝑘 ∙ 𝑢𝑠(𝑘)
𝑟 sin𝜔0 ∙ 𝑧

−1

1 − 2𝑟sin𝜔0 ∙ 𝑧
−1 + 𝑟2𝑧−2

𝑧 > 𝑟


